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A natural extension of the Snirel’man density to the o-finite group G of polyno- 
mials over a finite field has been proposed by the first-named author in his thesis 
(J. Reine Angew. Math. 2931294 (1977), 223-227; 3031304 (1978), 253-264). We 
prove here that a subset of G which generates G and has positive density d is an 
additioe basis of order at most 4/d (i.e., every element of G is a sum of at most 4/d 
elements of the given subset). This paper simplifies Cherly (J. Reine Angew. Math. 
293/294 (1977), 223-227) and improves on its results. 0 1990 Academic PESS, IDC. 
Soit F,[x] I’anneau des polynbmes en une indtterminte sur le corps fhi 
A q Cltments; pour tout entier h positif et toute partie A de F,[x], on dit 
que A est une base additive d’ordre au plus h si tout polynbme peut s’tcrire 
comme somme d’au plus h Clkments de A. On dkfinit la den&P (de 
hirel’man) de A, notCe dA, par la relation 
dA= fPfoq-“-l.Card{aEA/d”a~n}, 
oii d”a dtnote le degrC du polynbme a. 
Nous nous proposons ici de dkmontrer le rtsultat suivant; 
T&OR&ME Une partie A de S,[x] de denszIP dA > 0; qui engendre F,[x] 
est me base additive d’ordre au plus 4/dA. 
Cet article simplifie et amkliore [I]. 
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Notations 
On note G le groupe abtlien 5,[x]; on note (E( le cardinal d’un 
ensemble fini E, pour une partie B de G on note B, l’ensemble 
{bE Bja’b<nn). On pose enlin 
h := [l + 2/d], t := [d/(2-d) -J, ou d := dA. 
Application du ThPorbme de Kneser 
11 resulte du Theorbme de Kneser (cf. [ 3, Thtoreme 1.6]), que, si B est 
un sous-ensemble fini de G, on a 
od H est le plus grand sowgroupe de G tel que h . B soit une union de 
classes modulo H. 
Soit HP’ le plus grand sous-groupe de G, tel que h . A,, soit une union 
de classes modulo H’,“); on a 
(h-l).jH~‘I>,h.IA,I-Jh.A,I~h.JA,)-IG,), 
d’ou 
par la croissance de la fonction h F-+ (hd - 1 )/(h - 1). 
Un Petit Lemme 
LEMME. Soit M un sous-groupe de G, tel que IMI 2 rq” + ‘; pour tout 
entier k avec 0 d k d n, on a 
IMkI aqk+l 
Puisque M, est un sous-groupe de G,, il s&lit de demontrer le lemme 
pour k = n - 1 et de conclure par induction. Par le principe des tiroirs, il 
existe un element a de IF, tel qu’au moins IMl/q des elements de A4 admet- 
tent a pour coefficient directeur; soit f,, . . ..f. ces elements; les f, -fi sont 
distincts et dans M,- i. 
Construction d’un groupe H* tei que h . A + H* = h . A 
D’apres les deux &apes prtcedentes, pour tout entier n, on peut trouver 
une chaine de groupes 
Hb”’ c . . . c H’“’ ” 
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tels que pour tout entier i avec 0 < i < n on a 
(il suffit de prendre pour Hf”) la trace de Hjr’ sur Gi). 
Puisque G,, est hi, on peut trouver f?’ dans G, tel que l’on ait Ht’= H” 
pour une infinitk d’entiers n. 
De m&me, on peut trouver H’ dans G1, contenant H” et tel que I’on ait 
Hi”’ = H’ pour une infinite d’entiers n. 
Par un argument diagonal, on construit une suite croissante (Hk) et on 
note H* la rtunion des groupes Hk. 
11 est clair que H* est un groupe et il nous reste A montrer que h .A est 
une union de classes modulo H*, ou encore que l’on a h . A + H* = h . A. 
Soit done u dans h. A et v dans H*; puisque u est somme de h Clkments 
de A, on peut trouver un entier I tel que u soit dans h. A,; puisque u est 
dans H*, il existe k tel que u soit dans Hk. D’aprbs la construction de H*, 
on peut trouver n superieur A I et k tel que Hk = Hr’. On a 
u+uEh.A[+H%h-A,+Hp)ch.A.ch.A. 
@‘avant-dernikre inclusion a dkjh Ctt ttablie). 
Le groupe H* est d’indice fini au plus &gal a z - ’ 
Par la dkfinition des groupes Hk, la minoration de ) H!,!‘I, et le petit 
lemme, on a pour tout k 
jHkl >zqk+ ‘. 
Soit g,, . . . . g, dans G, deux d deux incongrus modulo H*. Pour un 
certain n, tous les g, sont dans G, et deux A deux incongrus modulo 
H” = (H*),. On a done 
4 *+l= (G,I >rr(H”I 2rtqn+’ 
d’oti rksulte l’inkgalitt r < z - ‘. La hitude de l’indice de H* et sa majora- 
tion par 7-l en dkcoulent. 
Fin de la d&nonstration 
Considtrons l’ensemble h . A + A : 
- ou bien il est tgal A h . A et alors tout ClCment de G qui est somme 
d’&ments de A est dans h . A; puisque A engendre G, on a h. A = G; 
- sinon, l’ensemble h . A + A est &union d’au moins deux classes 
distiwtes modulo H*. 
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De proche en proche, on montre que l’on a 
- ou bien G=h.A+[z-‘].A 
- ou bien h .A + [TV'] .A est r&union d’au moins 1 + [T-'1 classes 
distinctes modulo H*, et alors H* a un indice suptrieur ou Cgal A 
1 + [T ‘1. 
Puisque l’indice de H* est au plus T -‘, on a nC&ssairement 
G = h A + [T - ‘1 . A et done A est une base d’ordre au plus 
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